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Апстракт. Во овој труд го анализираме квадратното пресликување 2( ) 1f x Ax=  кое зависи од еден 
реален параметар А и за различна реална вредност на параметарот А  ова пресликување дава 
еднопараметрска фамилија на функции. Aнализата ќе биде направена од аспект на диференцната 
равенка )(1 nxfnx =+ , разгледувана како дискретен динамички систем. Анализирањето на 
динамиката на еден ваков систем во суштина е анализирање и класификација на стабилноста на 
неподвижните точки, постоење на орбити, како и анализа на бифуркационен дијаграм. Графичките 
презентации ќе бидат изработени во математичкиот пакет Mathematica. 
Клучни зборови:  Квадратно пресликување, дискретен динамички систем, еднопараметрска фамилија на 
функции, неподвижни точки, орбити, бифуркационен дијаграм. 

1. ВОВЕД 
      Ќе спроведеме анализа на квадратното пресликување 2( ) 1f x Ax=  за А реален параметар. 

Квадратното пресликување  2( ) 1f x Ax=  ќе го разгледаме од аспект на диференцна равенка 

( )1x f xnn =+ , разгледувана како дискретен динамички систем. Анализирањето на динамиката на еден 
ваков систем во суштина е анализирање и класификација на стабилноста на нејзините неподвижни 
точки, анализирање на орбитите, а посебно анализа на неговиот бифуркационен дијаграм во зависност 
од менувањето на реалниот параметарот А. Овие анализи ни даваат слика за однесувањето на  

пресликувањето 2( ) 1f x Ax=  со менување на параметарот А. Дијаграмите се направени со користење 
на компјутер и на математичкиот пакет Mathematica.  
       Вакви анализи за логистичкото пресликување како квадратно пресликување, како и за други 
квадратни пресликувања кои зависат од еден параметар не се нови и можат да се видат и во 
математичката литература како што се  [1], [2], [3], [4], [5], [6], [13]. Кодовите за цртање на дијаграмите 
на логистичкото пресликување, како и на други реални пресликувања зависни од една променлива со 
Mathematica можат да се видат во математичката литература [3], [4], [9], [15].  
       Добро е да се напомене дека квадратните пресликувања наоѓаат широка примена, особено 
Логистичкото пресликување дадена во многу трудови, меѓу кои се и [10], [11], [12]. 
 

2. Теоретски основи 
      Со оглед на тоа што ќе анализираме однесување на дискретен динамички систем во неподвижни 
точки, анализа на орбити и анализа на бифуркационен дијаграм во продолжение ќе дадеме дефиниции за 
овие поими, кои можат да се најдат во математичката литература [1], [3], [6], [7], [8]. 
     Квадратното пресликување 2( ) 1f x Ax= , А - реален параметар го разгледуваме како диференцна 

(рекурентна) равенка ( )1x f xnn =+   каде :f R R  е пресликување и анализираме каде се пресликува 
точка или подмножество од R итеративно со f.  Вака разгледуваната диференцна равенка 

211x Axnn =+  дефинира дискретен динамички систем ( , )R f  со динамика , 0
nf n N  дадена со 

итерациите на пресликувањето f.  
      Каде се пресликува точка х од реалното множество R итеративно со  f  во суштина е следење на така 
наречена траекторија на f со почеток во таа точка х.  
      Траекторија на f со почеток во x R  е низата  

0
0 0 0

2 1( ), ( ), ( ) ( ),..., ( ) ( ),....1 2 1 1 0
nx x f x x f x x f x f x x f x f xn n
+= = = = = = =+  

Множеството од сите слики ( )nf x  на х итеративно со f  е орбита на точката х и се означува со 

0( ) { | ( ), }norb x y y f x n N= = . 
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  Орбитата на 0.40x =  за квадратното пресликување 2( ) 1 2f x x= , каде реалниот параметар А=2  е 
следнава низа,  

0 0.4x =  
2

1 0( ) (0.4) 1 2 0.4 0.68x f x f= = = =  
2

2 1( ) (0.68) 1 2 0.68 0,0752x f x f= = = =  

3

4

0, 9868992

0,9737984

x

x

=

=
 

5 0,89656664768512x = ,  

6

7

8

0.607663507482668

0, 26149012334772298

0,8632458307831852425

x

x

x

=

=

=
 

итн. 
Орбитата со почеток во точката 0 0.4x =  за квадратното пресликување 2( ) 1 2f x x=  до 8x  со код  
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
согласно [9] применет за конкретното пресликување е дадена на слика 1,  
 

- 2 - 1 1 2

- 6

- 4

- 2

2

 
Слика 1. 2

( ) 1 2f x x=  и 0 0.4x =  
 

За дискретен динамички систем (X,R) дефиниран со диференцна равенка 1
1 ( ) ( )n

n nx f x f x+
+ = =  точката 

x R  се вика неподвижна точка за пресликувањето f ако ( )f x x=  т.е ( ) { }orb x x= . Неподвижната 
точка х може да се појави како привлечна точка (атрактор или стабилна точка) или како одбивна точка 
(репелер или нестабилна точка) во зависност од првиот извод на функцијата во таа точка х т.е 

1. Ако ( ) 1f x >  тогаш х е нестабилна неподвижна точка; 

2. Ако ( ) 1f x <  тогаш х е стабилна неподвижна точка; 

3. Ако ( ) 1f x =  тогаш х е неутрална неподвижна точка. 
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За дискретен динамички систем (X,R) дефиниран со диференцна равенка 1
1 ( ) ( )n

n nx f x f x+
+ = =  точката 

x R  се вика периодична точка за f ако постои природен број n>1 т.ш 1( ) , ( )n nf x x f x x= . 
Најмалиот природен број n со ова својство се вика период на х. Орбитата на точката х има точно n точки 
и се вика периодична орбита. 
 Првиот чекор во класификацијата на динамиката на едно пресликување зависно од параметар е 
претставување на промените кои се добиваат со промена на параметарот. Како алатка за анализа на овие 
промени ни служат бифуркационите дијаграми кои обично се користат во нелинеарната динамика. 
Бифуркационите дијаграми прикажуваат некои карактеристични својства на асимтотското решение т.е 
каде се случуваат негови квалитативни промени со промена на параметарот на динамичкиот систем 
разгледан како функција која зависи од параметар. Ваквите промени се нарекуваат бифуркации. 
 Согласно цитираната литература во натамошниот текст даваме анализира на квадратното 
пресликување 2( ) 1f x Ax=  за А реален параметар.  
 

3. Неподвижни точки на пресликувањето 2( ) 1f x Ax=  
 Kвадратното пресликување  2( ) 1f x Ax= , каде А е реален параметар e еднопараметарска 

фамилија на пресликувања. Нека функција од таа еднопараметарска фамилија ја обележиме со Ag . Ќе се 

обидеме да ја разгледаме динамиката на Ag  со промена на реалниот параметар А. За 2( ) 1Ag x Ax=  ги 

наоѓаме неподвижните точки со ( )Ag x x=  т.е   

1 1 4 1 1 4
,

2 2

A A
x x

A A
+ + +

= =+     (1) 

За 
1

1 4 0
4

A A+ , ,x x+  се реални корени. Да го разгледаме однесувањето на ,x x+  дадени со 

(1) при менување на реалниот параметар А. 
 Класификацијата на стабилноста на неподвижните точки дадени со (1) ја испитуваме со првиот 
извод на Ag . Првиот извод на  2( ) 1Ag x Ax=  е ( ) 2Ag x Ax=  и неговата апсолутна вредност во 

неподвижните точки (1) е ( ) 1 1 4 ,Ag x A= ++ ( ) 1 1 4g x AA = + + . 

 За ( ) 1 1 4 1g x AA = + + >  точката x  дадена со (1) е нестабилна неподвижна точка 

(репелер). 

 За ( ) 1g xA <+  добиваме дека x+  дадена со (1) е стабилна неподвижна точка (атрактор) за 

1 3

4 4
A< < , бидејќи 

1 ( ) 1

1 1 1 4 1

1 3

4 4

g xA

A

A

< <+

< + <

< <

 

Значи, точката x+  дадена со (1) е нестабилна неподвижна точка (репелер) т.е ( ) 1g xA >+  за 
3

4
A > . За 

1

4
A =  точката 2x x= =+  добиена од (1) е неутрална неподвижна точка од 

( ) 1, ( ) 1g x g xA A= =+ .  Неподвижните точки x+  и x  дадени со (1) се орбити со период 1, 

( ) { }orb x x=+ +  и ( ) { }orb x x= . 
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4. Периодични орбити за пресликувањето 2( ) 1f x Ax=  

 Да го разгледаме однесувањето на 2( ) 1Ag x Ax=  за 
3

4
A > . За 2 ( )Ag x x=  ги наоѓаме 2-

циклусите (периодични орбити со период 2)  кои се добиваат како 
2 3 4 2 2( ) 2 1Ag x x A x A x A x= + + =  

Од 
3 4 2 2

2 2
2

2 1
( 1)

1

A x A x x A
A x Ax A

Ax x
+ +

=
+

 

се добива дека освен неподвижните точки ,x x+  дадени со (1) како решенија на 2 ( )Ag x x=  се 
добиваат и две нови точки 

1 4 3 1 4 3 3
, ,

2 2 4

A A
y y A

A A
+

= = >+    (2) 

за кои е точно ( ), ( )A Ay g y y g y= =+ + . Точките (2) се со период 2 за пресликувањето Ag  т.е 

периодичната орбита со период 2, 2( ) { | ( )}Aorb x y y g x= =  е 
1 4 3 1 4 3
{ , }

2 2

A A
A A

+
. 

Да го анализираме однесувањето на системот во точките ,y y+  дадени со (2).  За таа цел наоѓаме 
2 2 2[ ] ( ) 4 (1 )Ag x A x Ax=  и 2 2[ ( )] [ ( )] 4 4A Ag y g y A= =+ .  

Ако параметарот 
3

4
A >  тогаш за точките (2) се добива 2 2[ ( )] [ ( )] 1A Ag y g y= <+ . Значи точките 

,y y+  дадени со (2) се стабилни (атрактори) неподвижни точки за 2
Ag  т.е периодичната орбита со 

период 2 
1 4 3 1 4 3
{ , }

2 2

A A
A A

+
 е стабилна орбита-атрактор.  

Од 
2 2

2 2

[ ( )] ( 1 1 4 ) 1,

[ ( )] (1 1 4 ) 1

A

A

g x A

g x A

= + + >+

= + + >
 

за 
3

4
A >  точките ,x x+  дадени со (1) и понатаму се нестабилни точки. 

 Пример: Го разгледуваме пресликувањето 2
2 ( ) 1 2g x x=  за А=2 кое има неподвижни точки 

1

2
x =+  и 1x =  добиени од (1), кои се нестабилни бидејќи 2

1
| ( ) | 2 1,

2
g = > 2| ( 1) | 4 1g = > . Втората 

итерација за 2 ( )xg  е 2 4 2
2 ( ) 8 8 1g x x x= +  и таа ни дава четири неподвижни точки, каде освен 

1
, 1
2

x x= =+  со период 1 се јавуваат и две нови точки 
1 5 1 5

,
4 4

y y
+

= =+  со период 2 

добиени од (2). Тие ни ја даваат периодичната орбита 
1 5 1 5
{ , }
4 4

+
 која е стабилна орбита – 

атрактор.  
Првата и втората итерација на 2 ( )xg  чии кодови се 
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и 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 
се дадени на слика 2: 
 

  
 

Слика 2. Неподвижни точки за пресликувањата 2
2 ( ) 1 2g x x=  и 2 4 2

2 ( ) 8 8 1g x x x= +  
 

Аналитичкото наоѓање на неподвижни точки во третата итерација 3
2 ( )g x , четвртата итерација 4

2 ( )g x  

и понатамошните итерации 2 ( ),
ng x n N  на пресликувањето 2 ( )g x  е премногу комплексно. Сепак, со 

користење на компјутер и математички софтвер јасно се гледаат неподвижните точки за која било 
итерација на 2 ( ),

ng x n N . На слика 3 се дадени третата и четвртата итерација чии кодови се  

 

 

 

 
и 

 

 

 

 
каде се јавуваат 8=23  и 16=24  неподвижни точки соодветно:  
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Слика 3. Неподвижни точки за пресликувањата 3
2 ( )g x и 4

2 ( )g x  

Со зголемување на n N  се појавуваат 2n  неподвижни точки, кое е карактеристика и за 
Логистичкото пресликување како квадратно пресликување.  

5. Бифуркационен дијаграм за пресликувањето 2( ) 1f x Ax   

 Како и кај Логистичкото пресликување кое е квадратно пресликување така и ова пресликување 
2( ) 1f x Ax   во нестабилните точки влегува во циклус со период 2, 4, ... до бесконечност. Вакви 

неподвижни точки и циклуси ги разгледува бифуркационата теорија. Натаму ќе го анализираме 
бифуркациониот дијаграм за квадратно пресликување 2( ) 1f x Ax   при промена на параметарот од 

А=0 до А=2. Како почетна точка на итерациите на пресликувањето f  ја земаме 0.40x  . Кодот на 
бифуркациониот дијаграм е   
 

 
 

 
 

 
 

 
согласно [3] применет за конкретното пресликување и истиот е даден на слика 4: 
 

 
Слика 4. Бифуркационен дијаграм на пресликувањето 2( ) 1f x Ax   

 

На слика 4 од лево на десно се гледа дека за (i) се јавува бифуркација т.е се јавуваат нови неподвижни 
точки за втората итерација (периодични точки со период 2). За (ii) се јавуваат периодични точки со 
период 4. За (iii) се јавуваат периодични точки со период 8. Добиваме едно скалесто правило по кое се 
води бифуркационото однесување на 2( ) 1f x Ax  . Вакви бифуркации се правец кон хаос и вакво 

  

Слика 3. Неподвижни точки за пресликувањата 3
2 ( )g x и 4

2 ( )g x  

Со зголемување на n N  се појавуваат 2n  неподвижни точки, кое е карактеристика и за 
Логистичкото пресликување како квадратно пресликување.  

5. Бифуркационен дијаграм за пресликувањето 2( ) 1f x Ax=  

 Како и кај Логистичкото пресликување кое е квадратно пресликување така и ова пресликување 
2( ) 1f x Ax=  во нестабилните точки влегува во циклус со период 2, 4, ... до бесконечност. Вакви 

неподвижни точки и циклуси ги разгледува бифуркационата теорија. Натаму ќе го анализираме 
бифуркациониот дијаграм за квадратно пресликување 2( ) 1f x Ax=  при промена на параметарот од 

А=0 до А=2. Како почетна точка на итерациите на пресликувањето f  ја земаме 0.40x = . Кодот на 
бифуркациониот дијаграм е   
 

 
 

 
 

 
 

 
согласно [3] применет за конкретното пресликување и истиот е даден на слика 4: 
 

 
Слика 4. Бифуркационен дијаграм на пресликувањето 2( ) 1f x Ax=  

 

На слика 4 од лево на десно се гледа дека за (i) се јавува бифуркација т.е се јавуваат нови неподвижни 
точки за втората итерација (периодични точки со период 2). За (ii) се јавуваат периодични точки со 
период 4. За (iii) се јавуваат периодични точки со период 8. Добиваме едно скалесто правило по кое се 
води бифуркационото однесување на 2( ) 1f x Ax= . Вакви бифуркации се правец кон хаос и вакво 
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комплицирано однесување дава и  2( ) 1f x Ax=  за соодветни вредности на параметарот А. Со растење 
на параметарот А и густината на бифуркациите, расте и бројот на неподвижните точки. За х=0.4 линијата 
го сече бифуркациониот дијаграм во неподвижни точки кои се добиваат за оваа почетна вредност со 
менување на параметарот А.  
Ова скалесто правило кое го опишува ова бифуркационо однесување го дава и Feigenbaum преку 

дефинирање на  универзалната константа   1

2 1

lim n n

n n

A A
n A A

+

+ +

= ,  каде  1 2, ,n n nA A A+ +   се критични 

параметарски вредности на бифуркационото однесување за параметарот А. Според [14], универзалнита 
константа δ  на квадратното пресликување 2( ) 1f x Ax=  при  

1 2 3

4 5

0.75, 1.25, 1.368099,

1.39405, 1.399631, ...

A A A

A A

= = =

= =
 

е пресметана со приближна вредност  δ≈4.669. 

6. ЗАКЛУЧОК 

 Квадратното пресликување 2( ) 1f x Ax=  за А реален параметар навидум многу елементарно 
пресликување, но неговото однесување е комплицирано. Ако наоѓањето и анализата само на 
неподвижните точки и периодични точки со период 2 е комплицирано, тогаш наоѓањето на 
периодичните точки со поголем период од 2 е уште по комплицирано. Затоа е значајна и употребата на 
компјутер и математички софтвер, кои ни даваат дијаграми кои можеме да ги прочитаме. Особено 
значаен е бифуркациониот дијаграм од кој го читаме однесувањето на пресликувањето со промена на 
параметарот. Сепак, бифуркационен дијаграм и на ова квадратно пресликување не отстапува од формата 
на бифуркационите дијаграми на останатите квадратни пресликувања, како што е и познатото 
Логистичко пресликување. 
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