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ПРАКТИЧНА ПРИМЕНА НА ЕДНО – ДИМЕНЗИОНАЛНАТА  
БРАНОВА РАВЕНКА  

 Мирјана Коцалева 1, Александра Ристеска1 
 

 1 Факултет за Информатика, Универзитет „Гоце Делчев“, Штип 
mirjana.kocaleva@ugd.edu.mk  

aleksandra.risteska@ugd.edu.mk 
 
 

Апстракт. Во овој труд ги разгледуваме парцијалните диференцијални равенки, а посебен акцент 
ставаме на хиперболичните равенки и на брановата равенка како посебен вид на овие равенки. Исто 
така користиме компјутерска симулација со која го прикажуваме проблемот на пропагирање на бран на 
конкретен нумерички модел. Користиме формулација на равенката на бранот изразена преку брзината, 
деформацијата и напонот. Со интегрирање на брзината во однос на времето, добиваме преместувања на 
просторните точки.	Главната цел на ова истражување е да ги проучиме феномените кои се случуваат 
кога имаме Dirichlet гранични услови кога имаме пропагирање на бранот во форма на полу-синусен 
пулс. 
Клучни зборови: хиперболични равенки, пропагирање на бран, брзина, деформација, напон. 
 
 

PRACTICAL APPLICATION OF ONE – DIMENSIONAL  
WAVE EQUATION 

Mirjana Kocaleva 1, Aleksandra Risteska1 
 

1 Faculty of Computer Science, Goce Delcev University, Stip, Macedonia 
mirjana.kocaleva@ugd.edu.mk 

aleksandra.risteska@ugd.edu.mk 
 

 
Abstract. In this paper we consider partial differential equations, with a special emphasis on hyperbolic 
equations and the wave equation as a special form of these equations. Also, we are using computer simulation 
of the wave propagation on a specific numerical model. We used formulation of the wave equation via the 
velocities, strains, and stresses. Integrating velocities in time, we obtained displacements at spatial points. The 
main goal in this paper is to study the phenomena occurring due to Dirichlet boundary conditions when we 
have propagation of the wave in the form of half-sine pulse. 
Keywords: hyperbolic equation, wave propagation, velocity, stress, strain. 
 
 

1. Вовед 
Поголем дел од физичките проблеми (пренос на топлина, електромагнетна теорија, квантна механика 

и др.) се решаваат со примена на парцијални диференцијални равенки. Парцијалните диференцијални 
равенки произлегуваат од врската помеѓу различни физички и геометриски големини каде функцијата 
зависи од две или повеќе независни променливи, најчесто од времето t и од уште една друга или повеќе 
просторни променливи. 
Овие равенки може да се поделат во три групи: 

 
• елиптична 𝑢𝑢"" + 𝑢𝑢$$ = 0        (Пример: Лапласова равенка) 
• параболична 𝑢𝑢' = 𝑐𝑐)𝑢𝑢""         (Пример: Топлинска равенка) 
• хиперболична 𝑢𝑢'' = 𝑐𝑐)𝑢𝑢""	     (Пример: Бранова равенка) 

 
Општите решенија на секој тип на равенка се разликуваат и затоа се разгледуваат граничните вредности 
(тоа се вредности на решението u, или некои од неговите изводи на граничната површина S, или граничната 
крива C во регионот) и почетните услови (кога времето t=0) како дополнителни услови при решавање на 
секој тип на равенка. Бидејќи најчесто за овие типови на равенки не постојат конкретни аналитички 
решенија, тие се решаваат нумерички (Bayliss et. al., 1980), (Chupa, 1998; Reimer et al., 2012), (Gicev & 
Trifunac, 2006).  

Во овој труд ќе се задржиме на нумеричко решавање на проблемите со примена на брановата равенка 
како специјален претставник на хиперболичната равенка. 

 
 𝑢𝑢'' = 𝑢𝑢""   0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1, 𝑡𝑡 ≥ 0     (1) 
 
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)        (2) 
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𝑢𝑢'(𝑥𝑥, 0) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)        (3) 
 
𝑢𝑢 0, 𝑡𝑡 = 𝑢𝑢 1, 𝑡𝑡 = 0        (4) 
 
Равенките од (1) до (4) го претставуваат моделот на еластична вибрирачка жица со фиксни 

(неподвижни) крајни точки во 𝑥𝑥 = 0 и 𝑥𝑥 = 1. Ако ги замениме изводите со конечните разлики во (1), ќе ја 
добиеме равенката 

 
       5

67
(𝑢𝑢8,9:5 − 2𝑢𝑢89 + 𝑢𝑢8,9=5) =

5
>7
(𝑢𝑢8:5,9 − 2𝑢𝑢89 + 𝑢𝑢8=5,9)     (5) 

 
каде h е големина на интервалот од мрежата во x -правец и  k е големина на интервалот на мрежата во t -
правец. Формулата (5) ги вклучува петте точки прикажани на слика 1. Се бира 𝑟𝑟 ∗= 67

>7
= 1 и 𝑢𝑢89 отпаѓаат 

и ја добиваме равенката (6) 
        𝑢𝑢8,9:5 = 𝑢𝑢8=5,9 + 𝑢𝑢8:5,9 − 𝑢𝑢8,9=5       (6)  
 
Треба да имаме во предвид дека равенката (6) ги вклучува трите временски чекори 𝑗𝑗 − 1, 𝑗𝑗, 𝑗𝑗 + 1.   
 

	
Слика 1 Мрежните точки користени  во равенките (5) и (6) 

  Figure 1 Mesh points used in (5) and (6) 
 

Од формулата (3)	𝑢𝑢'(𝑥𝑥, 0) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ја изведуваме формулата (7) 
  

 5
)6
(𝑢𝑢85 − 𝑢𝑢8,=5) = 𝑔𝑔8        (7) 

 
оттука 𝑢𝑢8,=5 = 𝑢𝑢85 − 2𝑘𝑘𝑔𝑔8 каде 𝑔𝑔8 = 𝑔𝑔(𝑖𝑖ℎ). За 𝑡𝑡 = 0 и 𝑗𝑗 = 0 равенката (6) е 
 

𝑢𝑢85 = 𝑢𝑢8=5,E + 𝑢𝑢8:5,E − 𝑢𝑢8,=5. 
 
Ако од оваа равенка се одземе 𝑢𝑢8,=5 се добива 𝑢𝑢85 = 𝑢𝑢8=5,E + 𝑢𝑢8:5,E − 𝑢𝑢85 + 2𝑘𝑘𝑔𝑔8 и со поедноставување на 
равенката се добива 
  
 𝑢𝑢85 =

5
)
𝑢𝑢8=5,E + 𝑢𝑢8:5,E + 𝑘𝑘𝑔𝑔8       (8)  

 
Со оваа равенка се претставува 𝑢𝑢85 со почетните услови, потоа за наредните пресметки се користи 
равенката (6). 
 

2. Бранова равенка 
Како прва важна парцијална диференцијална хиперболична равенка, ја разгледуваме равенката која 

важи за мали трансверзални вибрации на еластична нишка, како што е жицата од виолина. Нишката ја 
поставуваме паралелно над x-оската растегната по должина L, и зацврстена на краевите x = 0 и x = L. Потоа 
и вршиме дисторзија и во некој момент на времето, на пример, t = 0, ја отпуштаме и овозможуваме таа да 
вибрира. Целта овде е да се определат вибрациите на жицата и да се најде нејзиното отклонување u(x, t) во 
некоја точка x и во некое време t > 0; (слика 2).  
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Слика 2	Отклонување на жицата во фиксно време t (превземено од Kreyszig, 1999)	

Figure 2 Deflected string at fixed time t (redrawn from Kreyszig, 1999) 
	

Всушност, u(x, t) ќе биде решение на парцијалната диференцијална равенка. За да може оваа равенка да 
се реши се прават следните претпоставки.  

- Масата на жицата по единица должина е константна. Жицата е перфектно еластична и не прави 
никаков отпор при модификации. 

- Тензијата предизвикана од растегнувањето на жицата пред нејзиното фиксирање на краевите е 
толку голема така што акцијата на гравитационата сила на жицата може да биде запоставена. 

- Жицата прави мали трансверзални движења во вертикалната рамнина, секоја честичка од жицата 
се движи строго вертикално и поради тоа отклонувањето и падината во секоја точка од жицата 
секогаш остануваат мали. 

 
За да се изведе диференцијалната равенка ги земаме во предвид силите кои делуваат на мали делови на 

жицата (слика 2). Бидејќи жицата не дава отпор при свиткување, силата на затегнување е тангента на 
кривата на жицата во секоја точка. Нека 𝑇𝑇5	и 𝑇𝑇) се сили на затегнување во крајните точки P и Q на таа 
област. Бидејќи точките на жицата се движат вертикално, не постојат движења во хоризонтален правец. 
Оттука хоризонталните компоненти на силите на затегнување мора да бидат константни. Користејќи ја 
нотацијата од слика 2, добиваме:  

 
𝑇𝑇5 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛼𝛼 = 𝑇𝑇) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛽𝛽 = 𝑇𝑇 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐                                                     (9) 

 
Во вертикален правец постојат две сили, наречени вертикални компоненти −𝑇𝑇5 sin 𝛼𝛼 и 𝑇𝑇) sin 𝛽𝛽 за 𝑇𝑇5 и 𝑇𝑇); 
овде минус знакот се појавува бидејќи компонентата во P е со правец надолу. Според вториот Њутнов закон 
резултатот од тие две сили е еднаков на масата 𝜌𝜌∆𝑥𝑥 на областа помножена со забрзувањето Q

7R
Q'7

, оценето на 
некоја точка помеѓу x и 𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥, каде ρ е масата на неотклонетата жица по единица должина и ∆𝑥𝑥 е 
должината на областа на неотклонетата жица. Оттука :  
 

𝑇𝑇) sin 𝛽𝛽 − 𝑇𝑇5 sin 𝛼𝛼 = 𝜌𝜌Δ𝑥𝑥
𝜕𝜕)𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑐𝑐)  

 

Со употреба на (9), можеме да го поделиме ова  со 𝑇𝑇) cos 𝛽𝛽 =𝑇𝑇5 cos 𝛼𝛼 =𝑇𝑇 со што добиваме: 
 

W7 XYZ[
W7 \]X[

− Ŵ XYZ_
Ŵ \]X_

= tan 𝛽𝛽 − tan 𝛼𝛼 = b∆"
W

Q7R
Q'7

                                             (10) 
 

Сега tan α и tan β се наклони на жицата во x и 𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥: 
 

tan 𝛼𝛼 = QR
Q" "

            и         tan 𝛽𝛽 = QR
Q" ":∆"

. 
 

Овде треба да ги напишеме парцијалните изводи, бидејќи u исто така зависи од времето t. Со делење на (10) 
со Δx добиваме 
 

1
Δx

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥 ":∆"

−
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥 "

=
𝜌𝜌
𝑇𝑇
𝜕𝜕)𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑐𝑐)

 

 
Ако Δx се приближува кон нула, ја добиваме линеарната парцијална диференцијална равенка 
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Q7R
Q'7

= 𝑐𝑐) Q
7R
Q"7

																																																						𝑐𝑐) = W
b

                         (11) 
 

Ова е така наречената едно - димензионална равенка на бран, која го решава нашиот проблем. Гледаме дека 
таа е хомогена и од втор ред. За физичката константа 𝑇𝑇 𝜌𝜌 можеме да пишеме 𝑐𝑐) (наместо с) за да покажеме 
дека оваа константа е позитивна. Едно - димензионална значи дека равенката вклучува само една просторна 
променлива x.  
 

3. Практична примена на брановата равенка (моделот) 
Равенката која го опишува нашиот проблем е едно - димензионалната бранова равенка претставена со 

равенка (12) 
 

𝜌𝜌 Q7R
Q'7

= Qd
Q"

       (12) 
 

За да ја разгледуваме оваа равенка треба да ја дефинираме брзината на ширење на бранот 𝛽𝛽 = e
b
 каде 𝜇𝜇 го 

претставува модулот на лизгање на материјалот, а  𝜌𝜌 е густината на материјалот од кој е направена 
прачката.  𝜇𝜇 и 𝜌𝜌 се всушност параметри кои се различни и карактеристични за секој материјал од која е 
направена прачката. Големината  𝜎𝜎 = 𝜇𝜇𝜇𝜇 го претставува тангенцијалниот напон при ширење на бранот, а 𝜇𝜇 
е деформацијата при ширење на бранот. 

За да ја востановиме итеративната постапка, равенката (12) ја претставуваме како систем од 
парцијални диференцијални равенки од прв ред прво преку брзината на поместување, а потоа и преку 
деформацијата (𝑣𝑣 ја претставува брзината, 𝜇𝜇 ја претставува деформација).  

Прво, ако за брзината земеме дека 𝑣𝑣 = QR
Q'

 и замениме во равенката (12) се добива 
 
   Qj

Q'
= 5

b
Q
Q"

𝜇𝜇𝜇𝜇 = e
b
Qk
Q"

       (13 a) 
 

Потоа ако двете страни на идентитетот QR
Q'
= QR

Q'
 ги диференцираме по 𝑥𝑥 се добива Q

7R
Q'Q"

= Q7R
Q'Q"

 или Q
Q'

QR
Q"

=
Q
Q"

QR
Q'

. Ако во последната равенка за 𝜇𝜇 замениме 𝜇𝜇 = QR
Q"

 ќе ја добиеме равенката    
 

Qk
Q'
= Qj

Q"
         (13 б) 

 
Равенките 13 а и 13 б можеме да ги претставиме како вектори на следниов начин {𝑈𝑈}o' = {𝐹𝐹}o" или Qq

Q'
=

Qr
Q"

 каде 𝑈𝑈 = 𝑉𝑉
𝜇𝜇  и 𝐹𝐹 =

ek
b
𝑉𝑉

=
d
b
𝑉𝑉

. 

Векторот 𝑈𝑈 во точка 𝑖𝑖 и време (𝑗𝑗 + 1)∆𝑡𝑡 е  
 

𝑈𝑈8,9:5 = 𝑈𝑈8,9 + ∆𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑡𝑡 8,9

+
∆t)

2
𝜕𝜕)𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑡𝑡)

8,9
+ ⋯ 

Ако Qq
Q'

 го замениме со Qr
Q"

 добиваме 
 

𝑈𝑈8,9:5 = 𝑈𝑈8,9 + ∆𝑡𝑡
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 8,9

+
∆t)

2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 8,9

+ ⋯ 

 
Q
Q'

Qr
Q"

	овој дел од равенството можеме да го запишеме како Q
Q"

Qr
Q'

 каде Qr
Q'
= Qr

QR
Qq
Q'
= 𝐴𝐴(𝑈𝑈) ∗ Qq

Q'
 или  

 

𝐴𝐴 𝑈𝑈 = Qr
Qq

=
Qd
bQj

Qd
bQk

Qj
Qj

Qj
Qk

= 0 Qd
bQk

1 0
. 

 
Qd
bQj

= 0 и Qj
Qk
= 0 затоа што 𝜎𝜎 не зависи од 𝑣𝑣. Оттука за 𝑈𝑈8,9:5 добиваме 
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𝑈𝑈8,9:5 = 𝑈𝑈8,9 + ∆𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 8,9

+
∆t)

2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝐴𝐴 𝑈𝑈 ∗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 8,9

+ ⋯ 

 
За влезна побуда во нашиот пример земаме полусинусоиден пулс (сл.3)	𝑈𝑈Evw" претставува амплитуда, 

а 𝑡𝑡x времетраење на пулсот. 𝑈𝑈E =
𝐴𝐴 ∗ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 y'

'z
, 𝑡𝑡 ≤ 𝑡𝑡x		(14а)	

0,																	𝑡𝑡 > 𝑡𝑡x	(14б)
. 

	

	
Слика 3 Влезна побуда 

Figure 3 Incident excitation 
	

Нашиот проблем е со употреба на брановата равенка да се пресмета поместувањето во секоја точка x   
во секое време t на еднодимензионелен медиум-прачка. Прачката е поделена на 200 еднакви просторни 
интервали. Со секое поместување прачката вибрира. Во секоја точка ја пресметуваме централната конечна 
разлика преку формулите (14) и (15) 

 

 Q
7R

Q"7
(𝜕𝜕8, 𝑡𝑡�) ≈

RÅÇ^
É =)RÅ

É:RÅÑ^
É

∆"7
     (14) 

 

и  Q
7R
Q'7

(𝜕𝜕8, 𝑡𝑡�) ≈
RÅ
ÉÇ^=)RÅ

É:RÅ
ÉÑ^

∆'7
     (15) 

 
каде 𝜕𝜕8 = 𝑠𝑠 − 1 ∆𝜕𝜕, 𝑠𝑠 = 1, … , 𝑠𝑠 и 𝜕𝜕� = 𝑙𝑙∆𝑡𝑡, 𝑙𝑙 = 0,1….. Ако замениме во равенката (12) добиваме 
RÅ
ÉÇ^=)RÅ

É:RÅ
ÉÑ^

∆'7
= 𝛾𝛾) 	RÅÇ^

É =)RÅ
É:RÅÑ^

É

∆"7
. За 𝑢𝑢8�:5 равенката го добива обликот 𝑢𝑢8�:5 = 2𝑢𝑢8� − 𝑢𝑢8�=5 + 𝐶𝐶)(𝑢𝑢8=5� − 2𝑢𝑢8� +

𝑢𝑢8:5� ) за 𝐶𝐶 = 𝛾𝛾 ∆'
∆"

. 
 

4. Резултати 
Брзината на ширење на бранот изнесува 𝛽𝛽 =300 m/s, амплитудата е А=0.1m и времетраењето на пулсот 

𝑡𝑡x=0.1s. Поместувањето како функција од просторот x се добива од (14а) како  
 𝑢𝑢 = 𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋𝑡𝑡𝛽𝛽

𝑡𝑡𝑑𝑑𝛽𝛽
= 𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋𝜕𝜕

𝑡𝑡𝑑𝑑𝛽𝛽
                                                                        (16) 

Диференцирајќи ја (16) по x, се добива: 
QR
Q"
= yã

['z
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 y"

'z[
        (16a) 

Оттука за максималната вредност на деформацијата 𝜀𝜀 имаме дека е еднаква на 𝜀𝜀 = y∙E.5
éEE∙E.5

~0.01. 
Овој проблем го решаваме програмски со употреба на Fortran програмскиот јазик. На слика 4 се 

претставени резултатите добиени од нумеричка симулација на ширење на бранот во форма на полу-синусен 
пулс во средната точка  𝜕𝜕 = ê

)
 наспроти времето за 𝛽𝛽 = 300𝑚𝑚/𝑠𝑠. 
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Слика 4 Графички приказ на решението (поместување, брзината и деформацијата) во точка на 

средина од прачката, x = H/2 во функција од времето 	
Figure 4 Graphical representation of the solution (displacement, velocity and strain) at the point on the niddle of 

the beam, x = H/2 versus time 
 
На слика 4 е даден графички приказ на решението во средината на прачката кога имаме 100 точки и x 

= H / 2 или 25m. Прикажани се поместувањето u, брзината v и деформацијата ε  во зависност од  времето, 
t. Приказот е даден за фиксни (неподвижни) граница, кога U = 0 на дното, x=0  и на врвот x = H = 50 м 
(Dirichlet гранични услови, слика 4a1, 4b1 и 4c1). Во ваков случај кога имаме фиксни (неподвижни) граници, 
по рефлексијата пулсот го менува знакот и во средината на прачката (во точката 100) доаѓа со спротивно 
(негативно) поместување во однос на првиот премин преку таа точка (вториот врв на сл. 4a1 е со негативен 
знак). Ситуацијата е иста и кај брзината (слика 4b1). За разлика од брзината и поместувањето, 
деформацијата после рефлексијата не го менува знакот т.е. сите полу - косинусни бранови (слика 4c1) 
започнуваат со негативен и завршуваат со позитивен знак.  

Од ова гледаме дека кога имаме фиксни (неподвижни) крајни точки (Dirichlet гранични услови) по 
рефлексијата се менува знакот на поместување u и брзината v, додека знакот на деформацијата ε не се 
менува. После повеќе рефлексии, амплитудите на пулсот се исти.	 

	

Слика 5	Поместување на прачката гледано од два визуелни агли 
Figure 5	Moving the beam from two visual angle 

 
Претходната анализа или поместувањето на прачката наспроти времето и просторот е претставена на слика 
5 преку 3Д преглед и гледана од два агли од 45 и 225 степени. 

На слика 6 (a1, b1 и c1) се прикажани поместувањето, брзината и деформацијата во средината на 
прачката кога x = H / 2 = 25 (во точка 100), наспроти времето во случаи кога долната граница се поместува 
(не е фиксна). Како последица на поместување на долната граница по секое рефлектирање од дното, дел од 
енергијата на бранот се пренесува во тлото и само дел се рефлектира назад во прачката кој се пропагира 
нагоре. На овој начин, по секое рефлектирање на бранот на контактот прачка-тло, бранот кој останува во 
прачката ослабува. 
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Слика 6	Поместувањето, брзината и деформацијата во случај кога долната граница не е фиксна 
Figure 6 Displacement, particle velocity, and strain in case of moving boundary at bottom 

	

5. Заклучок 
За вредности 0 ≤ 𝑟𝑟 ∗≤ 1 за параметарот  𝑟𝑟 ∗= 67

>7
 овој експлицитен модел е стабилен, па така од 

равенката (6) можеме да очекуваме прифатлив резултат за почетните податоци кои немаат прекини 
(дисконтинуитет). Исто така заклучуваме дека при фиксни краеви (Dirichlet гранични услови) по 
рефлексија знакот на  поместувањето, u и брзината, v се менува, додека пак знакот на  деформацијата ε не 
се менува. Во случај кога немаме фиксна граница по секое рефлектирање на бранот дел од енергијата на 
бранот се рефлектира во тлото и големината на брановите се намалува.  
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